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                      第二章  三角函數的基本概念 1( 15

 §3－1  等差級數與等比級數
甲 . 等差數列

1. 數列： 一連串依序排列的數
(1) 數列中第一個稱為第一項或首項, 第二個稱為第二項, 依此類推.

(2) 有限數列：一個數列如果只有 “ 有限多項 ” 我們稱之為有限數列.

              表示法
[image: image1.wmf]n

n

a

a

a

a

,

,

,

:

2

1

L

>

<

.

(3) 無窮數列：一個數列如果有 ” 無限多項 ” 我們稱之為無窮數列.  

                   表示法
[image: image2.wmf]L

L

,

,

,

,

:

2

1

n

n

a

a

a

a

>

<

 .

2. 級數： 給一個數列, 把各項依序相加, 叫做級數.
      (1) 有限級數：有限數列相加稱為有限級數.

             表示法：
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 (2) 無窮級數：無窮數列相加稱為無窮級數.   

                 表示法：
[image: image4.wmf]L

L

+

+

+

+

n

a

a

a

2

1

.

3. 等差數列與等差級數：
(1) 定義：後項與前項的差為一定值.
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(2) 前n項的總和
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(3) 等差中項：
(i) 如於
[image: image8.wmf]b
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間插入一個等差中項
[image: image9.wmf]A

, 則
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(ii) 如於
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間插入
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   4.  倍數問題： 設有一數
[image: image14.wmf]a
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除之餘數為
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, 則其形式可設為 
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   5.  設定等差數列的方法： 

     (1) 三數成等差：
[image: image18.wmf]d
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     (2) 四數成等差：
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     (3) 五數成等差：
[image: image20.wmf]d
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例1.
     寫出下列數列的前五項：
     (1) 
[image: image21.wmf]>
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類題.
     寫出下列數列的前五項：
     (1) 
[image: image25.wmf]>
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    (3) 
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例2.
      寫出下面等差數列的第
[image: image29.wmf]n

項( 用
[image: image30.wmf]n

表達 )：
(1) 第五項為7, 公差為 –3.         
[image: image31.wmf]22

3

+

-

n


(2) 設
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類題.     

     (1) 寫出此數列65, 71, 77, 83, 89, ….( 公差
[image: image35.wmf]6
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 (2) 設
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, 求數列
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<

n

a

的公差
[image: image40.wmf]d

及首項
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例 3.
    第59項為70, 第66項為84的等差數列, 第100項為何?     152
類題.  
    (1) 直角三角形三邊成等差數列, 求其三邊長的比為何?    3 : 4 : 5
    (2) 一飛機在高空中投擲一物, 第一秒落下5公尺, 以後落下的高度, 每秒增加10    

       公尺, 即第二秒落下5 + 10 = 15公尺, 第三秒落下25公尺, 依此規律, 每秒落
       下的高度可形成數列, 若第25秒鐘, 落到地面, 則當時飛機高度為何?   245 
  (3) 一等差數列, 第2項是 –8, 第6項是4, 求第8項.      10
例 4.
    有三位正整數, 其各位數字成等差, 其和為21, 若將其個位數字與百位數字交換, 

    則所得之數較原數大396, 求原數?          579
類題.  

    在3與28之間插入四個數, 使成等差數列, 求此四數.     8, 13, 18, 23  

等差級數和

例5.
  首項為2, 又首十項的和為260的等差數列, 求：

(1) 第20項的值.        
[image: image42.wmf]3
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(2) 總和超過600以上的最小項數為何?       16
類題.
      首項為 –24, 末項為60, 總和為900的等差數列共有     項, 公差為     .

      50, 
[image: image43.wmf]7
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例6.

      設首項23, 公差為整數的等差數列
[image: image44.wmf]>
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, 規定從首項到第六項均為正數, 第七
      項開始變負, 則

      (1) 此等差數列的公差為      .     – 4
      (2) 若首
[image: image45.wmf]n

項的和為
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的最大值為     .     78
      (3) 又若
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為正數, 則
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的最大值為      .      12
類題.

(1) 有一個101項的等差數列
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   選項那些正確? (A) 
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       (D) 
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(2) 有一等差數列, 第8項為18, 第20項為 –174, 前
[image: image57.wmf]n

項和為
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, 試求：
(i) 首項.        130
(ii) 第幾項開始為負.       10
(iii)
[image: image59.wmf]n
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之最大值.       594
(iv) 欲使前
[image: image60.wmf]n

項之和為負, 求
[image: image61.wmf]n

之最小值.       18
例7.
 某人購買一棟房屋, 簽約時先付100萬元, 餘款分二十期付清, 已知這二時期款
 額成等差數列, 前兩期共30.5萬元, 三、四期共28.5萬元, 則此棟房屋總價為
      元.       315
例8.
    設一等差數列, 首10項之和為100, 首20項的和為400, 求首30項之總和.

    900
類題.
  解方程組：
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 , 則首項
[image: image63.wmf]=
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例9.
    二等差數列, 其首
[image: image64.wmf]n

項和的比為
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   類題.
   二等差數列的第
[image: image66.wmf]n

項的比為
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例10.
    (1) 有一等差數列
[image: image68.wmf]>
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    (i) 
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       (ii) 
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      (2) 設一數列
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類題.
   有一數列
[image: image78.wmf]>
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   求其首項, 公差及第
[image: image81.wmf]n

項.     7, 10, 
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倍數問題

例11.
   正整數中, 以3除之餘1, 則其一般項為      , 第      項開始大於125. 
   
[image: image83.wmf]43
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類題.
  設有二等差數列, 一數列首項1, 公差為5, 另一數列首項3, 公差為7, 求此二
  數列之共同項所形成之數列的前10項的和.        1885
例12.
  三位正整數中, 求滿足下列條件數的總和：
    (1) 可被3整除的數.           165150
    (2) 可被3除盡或可被5除盡.            230850
    (3) 不可被3除盡且不可被5除盡.              263700
 類題.
   試求1到1000之間, 是4的倍數, 又是6的倍數的整數有幾個, 其總和為多少?

   83, 41832

乙 . 等比數列與等比級數


   1.  等比數列：  
       如果數列
[image: image84.wmf]>
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每一項與前一項的比值都是一個常數
[image: image85.wmf]r

, 則稱此數列為等比
       數列或幾何數列.
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   2.  等比級數：
  一個等比數列
[image: image87.wmf]>
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  等比級數或幾何級數. 它前
[image: image89.wmf]n
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   3.  等比中項：  
(1) 如於
[image: image93.wmf]b
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間插入一個幾何中項
[image: image94.wmf]G
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(2) 如於
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個等比中項, 則
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例12.
    有一等比數列
[image: image100.wmf]>
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  類題.
  設一數列
[image: image104.wmf]>
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的值為       ( 以
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表之 ), 又若此數列
  成等比, 則
[image: image108.wmf]a

的值為      .     
例13.
    設有三數成等比數列, 其和為28, 平方和為336, 求此原來三數.

類題.
    (1) 有三個數成等比數列, 和為26, 平方和為364, 求此三數.   16, 8, 4或4, 8, 16

    (2) 於160與5之間插入四個數, 使成等比數列, 求此四數.    80, 40, 20, 10
例14.
    設有一複數等比數列, 首項為
[image: image109.wmf]i
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, 第二項為
[image: image110.wmf]i
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, 則此數列前五項之和為    .

類題.
  設公比為2之等比數列, 其總和為
[image: image111.wmf]4
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, 且首項與末項的和為
[image: image112.wmf]4
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, 則此等比數列的
  項數共有     項.        5
例15.

   設等比數列的公比為3, 末項為486, 總和為728, 求首項及項數.    2, 6

類題.
   第三項為4, 第六項為–32的等比級數, 其首項至
[image: image113.wmf]n

項和為–341, 則
[image: image114.wmf]=
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例16.

   設
[image: image115.wmf]>
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為一等比數列, 每項均為實數, 
[image: image116.wmf]n
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項總和, 若
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[image: image119.wmf]60
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的值為     .        126

類題.
    有一等比數列, 前
[image: image120.wmf]n

項和為5, 前
[image: image121.wmf]n

2

項和為65, 求前
[image: image122.wmf]n

3

項之和.  

例17.
      設每年年初存入10萬元, 若規定年利率為4 %( 一年複利一次 ), 則十年後的本 

      利和為何?     124.8萬元
類題.
(1) 某君向張老師借了210元, 約定每月付一次共付二次, 每個月複利一次, 若每
   次均還121元, 請問月利率為多少?              10 %
(2) 本金100元, 年利率6 %, 每半年複利一次, 五年期滿, 共得本利和為     元.

    134

例18.

    觀察下列各數列前三項關係的規則, 依據此規則寫出各數列的第
[image: image123.wmf]n

項, 並求各數列
    前
[image: image124.wmf]n

項的和.

(1) 9, 99, 999, ….

(2) 7, 77, 777, …..

(3) 5.5, 55.55, 555.555, …..

(4) 0.4, 0.044, 0.00444, …...

類題.
    求下列級數
[image: image125.wmf]n

項的和：

(1) 1 + 11 + 111 +……+ 111….1.   

(2) 4 + 44 + 444 +……+ 444….4.

例19.
      已知三數成等差數列, 其和為15, 若這三數依次加上1, 4及19則為等比數列, 

      求原來三數.          26, 5, –16或2, 5, 8
    類題.
      
[image: image126.wmf]b
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例20.
      設
[image: image130.wmf]y

x

,

為正實數, 試證：
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類題.
 (1) 
[image: image132.wmf]0

,

0

>

>

y

x

且
[image: image133.wmf]12

2

=

+

y

x

, 則當
[image: image134.wmf]=

x

      , 
[image: image135.wmf]=
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[image: image136.wmf]xy

的值為最大. 

     6, 3 

      (2) 已知舉行的面積為289平方公分, 則周長的最小值為      公分.     68
丙 .Σ符號的應用

  1.  “Σ” 的意義：  
(1) 
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其中Σ( 讀作 sigma )為希臘字母, 相當於英文字母
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2.  Σ的性質：
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例21.

    設
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類題.
例22.
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例23.
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例24.
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   例25.
     求級數
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例26.

     設
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     例27.
   階差數列
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例28.
      自然數依序排列, 並區分如下：

      ( 1 ), ( 2, 3 ), ( 4, 5, 6 ), ( 7, 8, 9, 10 ), ( 11, 12, 13, 14, 15 )…..第
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個區內含
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      自然數, 試求365在第     區內, 試該區的第      個數.     26, 14
類題.
 求級數
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 (1) 第1989項為何?      (2) 至1989項之和.       63, 83643   
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[image: image190.wmf]L

,

4

1

,

3

2

,

2

3

,

1

4

,

3

1

,

2

2

,

1

3

,

2

1

,

1

2

,

1

1

依此規則, 問

    (1) 
[image: image191.wmf]8

5

為第幾項?       (2) 
[image: image192.wmf]m

n

為第幾項? 
[image: image193.wmf]N

n

m

Î

,

    (3) 第100項為何?

    
[image: image194.wmf]9

6

,

)

1

)(

2

(

2

1

,

74

m

n

m

n

m

+

-

+

-

+


類題.
   數列
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   (1) 求第87項?       (2) 至87項總和 =       .     
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